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XXIV. 
SULLE FUNZIONI CONIUGATE 


« Rend. Accad. dei Lincei»; ser. IV, vol. V,, 1889,; pp. 599-611. 


I. È ben noto il legame esistente fra la teoria della equazione differen- 


ziale 
8e? u 2? u 
(a) A* u = $c? 


e la teoria delle funzioni di una variabile complessa. CAUCHY mise in evi- 
denza una tale relazione che servi di fondamento alle ricerche di RIEMANN. 


Si sa che, se si parte dalla (a), ad ogni integrale x, corrisponde una 
Ur Q7: Qu: Qui A 
3r 7 3y ' 3y ^ — a. © 8€ "Q5 un 
altro integrale della (a) e v, ne è la corrispondente funzione coniugata 
4, + iv, risulta una funzione monogena di u, + iv, 

Ora, se da uno spazio a due dimensioni si passa ad uno a tre dimen- 


sioni, alla equazione differenziale (2) viene a corrispondere l'altra 


funzione coniugata v,, tale che 


3? u 9? u 2? u 

0) uu ur e 

La teoria di questa equazione differenziale ha preceduto quella su 
mentovata; anzi i metodi di GAUSS, di DIRICHLET e di GREEN relativi alla (2) 
hanno dato origine a quelli applicati alla (2) da RIEMANN, NEUMANN ecc. 
Però, nel caso dello spazio a tre dimensioni, allo studio della funzione x 
non venne mai collegato, in generale, lo studio di un'altra funzione coniu- 
gata. Solo nel caso dei potenziali simmetrici fu riconosciuta la esistenza di 
una funzione che, sotto il nome di funzione associata, venne elegantemente 
applicata dal prof. BELTRAMI in varie ricerche. 

Se si passa dalle tre alle quattro e in generale alle x variabili si ottiene 
la equazione differenziale 
9 


2 
| danni 


n 
2 

Le ricerche fatte su di essa da BELTRAMI, KRONECKER ecc., sono state 
eseguite senza prendere in considerazione nessuna funzione coniugata alla z. 
Lo stesso si dica per gli spazi curvi: l'equazione differenziale che si ottiene 
annullando il parametro differenziale del 2? ordine ha dato luogo allo studio 


di una funzione coniugata solo nel caso in cui lo spazio curvo fosse a due 
dimensioni. 
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La teoria delle funzioni coniugate è però suscettibile di essere estesa 
al caso generale delle x variabili e una tale generalizzazione forma appunto 
il soggetto della presente ota. Nel caso di x = 2 essa dà la teoria ordinaria 
delle funzioni coniugate e nel caso dei potenziali simmetrici porta alle fun- 
zioni associate del prof. BELTRAMI. 


2. Prenderò le mosse dal caso di uno spazio ordinario a tre dimensioni 
mediante le considerazioni seguenti. 

Nell’elettromagnetismo si esaminano due elementi, cioè i poli magne- 
tici e le correnti elettriche. Ogni polo magnetico è individuato dalla posizione 
di un punto dello spazio e dalla massa magnetica in esso concentrata, mentre 
ogni corrente elettrica è individuata da una linea chiusa che è il circuito 
che essa percorre e dalla intensità della corrente, [ 

Abbiasi ora un sistema qualunque di masse magnetiche. Prendiamone 
il potenziale rispetto ad un polo di massa 1 e di posizione variabile nello 
spazio; si otterrà una funzione dei punti dello spazio tale che la sua derivata 
secondo una direzione qualunque sarà la componente dell'azione magnetica 
in quella direzione. 

Analogamente, prendiamo il potenziale delle stesse masse sopra una 
corrente di intensità 1 il cui circuito sia una linea chiusa qualunque dello 
spazio. Otterremo una funzione che, secondo una denominazione che ho 
adottato in alcune ricerche 9, potrà chiamarsi una funzione delle linee dello 
spazio. Ora da un dato circuito passiamo ad un altro infinitamente prossimo 
deformando di infinitamente poco il circuito iniziale in prossimità di un 
certo punto. Una tale deformazione si potrà evidentemente ottenere 
facendo descrivere ad un elemento d'arco del circuito un'area piana infini- 
tesima. 

Consideriamo il rapporto della variazione del potenziale alla detta area 
piana infinitesima. Il limite di esso puó per analogia chiamarsi la derivata 
della funzione di linee rispetto all'area piana considerata. Ora, come è ben 
noto, il rapporto al limite diviene eguale alla componente dell'azione ma- 
gnetica secondo la normale all'area suddetta, Dunque il potenziale magnetico 
sul polo e quello sulla corrente, considerati rispettivamente come funzioni 
di punti e di linee dello spazio, godono della proprietà caratteristica delle 
funzioni coniugate; cioè adottando i simboli usati nella Nota citata per deno- 
tare le derivate delle funzioni di linee, avremo 


E od 
"do  |dn' 


ove F rappresenta il potenziale sulla corrente, f quello sul polo, o l'elemento 
di superficie normale alla direzione z. 


(1) «Atti d. R. Acc. d. Lincei», vol. IIL;, fasc. 9-10. [In questo vol.: XVIII, pp. 315- 
328]. | 
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In particolare, prendendo un sistema di assi coordinati, avremo, 


de af 
d(y,z) x 
hai 
" JUNE SI. 
uit 
d(x,y) ez 


Vediamo che cosa corrisponde, nel caso del piano, a ció che venne qui 
esposto. Nel caso del piano al potenziale newtoniano corrisponde il poten- 
ziale logaritmico ad una corrente elettrica un punto vorticoso €. Si com- 
prende dunque perché, nel caso del piano, la funzione e la sua coniugata 
siano ambedue funzioni di punti. 

Nel caso dei potenziali simmetrici, se ci limitiamo a considerare la F 
per le sole linee circolari normali all'asse di simmetria ed aventi il centro 
su di esso, otteniamo una funzione che dipende dai due soli parametri che 
individuano i detti cerchi; essa non è altro che la funzione associata alla 
funzione potenziale. 

Per trattare in generale la teoria delle funzioni coniugate, noi parti- 
remo dalla definizione seguente: 

In uno spazio ad n dimensioni diremo che le due funzioni di primo grado 
F|[S, ..]|, € |[S, ., ..] | 9 sono coniugate quando 


^: dt dd 
d (xi n ‘Zi,) d(Xip41° 2 XS) 


essendo i,- -in una permutazione pari dei numeri 1, 2---n; ciò che rappre- 
senteremo scrivendo (i,---i,) =(1,2---n). 

Da questa definizione risulta che, essendo S, e S,-, due iperspazii nor- 
mali fra loro in un punto comune, scegliendo convenientemente le loro dire- 
zioni, si ha 

AAN I 
dS, © d$,—: 


3. Prima di procedere allo studio delle proprietà delle funzioni coniu- 
gate ed alla loro effettiva costruzione dimostreremo alcuni teoremi fonda- 
mentali sopra dei sistemi di equazioni differenziali simultanee alle derivate 
parziali. 

TEOREMA 1°. — La condizione necessaria e sufficiente affinché il sistema 
di equazioni differenziali simultanee 


i 


7 Ob, ; quud 
(1) DDA = di, Ey 
I di 


(2) F. KLEIN, Ueb. Riemann's Theorie d. algebraischen Functionen und ihrer Integrale, $ 2. 
(3) «Atti d. R. Acc. d. Lincei », vol. Vi, p. 159. [In questo vol: XXIII, p. 404]. 


WWW.rcin.org.pl 


XXIV. — Sulle funzioni coniugate 423 


sa Utegrabile, è che si abbia 


rt2 


(2) 2. (ee pna Ts TEIL LM se. T 


dii; 


supponendo che le x; siano in numero di n, (x, ,x,: Xn), € T di ) siano otte- 
nute per tutte le combinazioni r+ Y a r + 1 degli indici 1, fs oltre a 
ciò le p e le P mutino segno per una trasposizione degli indici le. 

Che la condizione sia necessaria risulta dall'osservare che, se sono sod- 
disfatte le (1), si ha 


rta 4 
sisi fs+r’ +2 
Zz.cuy EUM nov 
oz, 
rtò STI 


Bano (A) alinea 
= 2, Dr d X 2, O pei a 


rta i i : $ : p 
1° ts—ai *s-E 1 " "f — x ! t- E11 rt |. 
re » (— D DEAA A E a a = 0. 
sti x1 125 3. 


Dimostriamò ora che la condizione posta è anche sufficiente. 
Prendiamo Muy, 4,...4,_,,» arbitrarie e My, 4,...4, (con h, sha + <hr z zn) 


date da 


aed pe 


ED D TM ei e csl tym 


325, 


=(— prt? 


Otterremo in tal modo le My, 4,..,4, determinate a meno di funzioni 
arbitrarie di x, , x,- - -%n—r- 
Ora avremo 


q 

dx s 0x4, 

r1 3 , — " 
Dh iA pr eum hr hatt), 


bun 
i A I 


onde 
rdi 3M, ,.. " 
hs — 1 $-41* , 
B D et t e pi aai Phe 


essendo da, haccp UNA funzione di x, x, -Xa ı soltanto: Ma in ‘virtù 
delle (2), dalle equazioni spiga si ottiene 


rt2 A 


, et i sib. ve: 
(2) » ET pP ox, die 


(4) Qui, come in seguito, supporremo sempre mi, ivari elementi »euino segno per una 
trasposizione degli indici. 
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Affinché dunque si possano trovare le P che soddisfino le (1) basterà 
poter determinare le P' tali che si abbia 


| ua əP;,. iy yp attt å 
(3) DA Quei Sum CL iL (per î,4:= 2) 
ri À ý n 
(1^) z. (— jy APR PR nii zm dh, LED (per A, h,: . KM Zn) 


8x5, 


perché, se queste equazioni saranno verificate, prendendo 


Pa, ...4, = Masek, + Phet 


risulteranno soddisfatte le (1). 

Ora per soddisfare le (3) prenderemo Pi, ...,,_,n= 0, Pj, ,...;, funzione 
di x, x,- - -x, ., soltanto, e quindi basterà tener conto solo delle (1^) nelle quali 
non comparisce più la variabile x, nelle funzioni incognite, e nei termini 
noti Dh, hyech, yr" 

La questione quindi di vedere se si possono integrare le (1) colle con- 
dizioni (2) è ricondotta a cercare se si possono integrare le equazioni ana- 
loghe (1°) colle condizioni (2 nelle quali comparisce una variabile di meno. 
Si puó ora ricondurre questo problema a vedere se si puó integrare un sistema 
di equazioni analoghe alle (1°), con delle condizioni analoghe alla (2°) e in 
cui manchino le variabili x, e x, .,. Così procedendo si ridurrà la questione 
a riconoscere se possono determinarsi le PY (yv = n — — 1) funzioni di 
X,X, **Xr+1, tali che soddisfino l’unica equazione 


rti 


—15+ 
Ey CR EE EE ER aea =. 


essendo A1 +: funzione soltanto di x, , x, - -x,4,. Ora ciò è evidentemente 
possibile prendendo | fle 1,5+1--+r+1 arbitrariamente e determinando 
quindi P™,..., in modo che 


apo? ^ | pm i 
Bas REHAU 1o N e e E E 2x dla BE AE 
pe |a z p^ If 2x, | 


dXr+1 


Il processo di dimostrazione che ha servito a provare il teorema, ci 

mostra anche che le P,,...., possono determinarsi con sole quadrature. 
Cominciamo dal dare alcune conseguenze del teorema ora dimostrato. 
COROLLARIO 1°. — Affinchè si possa porre 


E Nen 


à necessario e sufficiente che si abbia 
n 


dg; set, i 
(5) d. iE ur 
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Poniamo infatti 


Qi = Dita 
qi,...i, = file; 


Avremo che le (4) e (5) potranno scriversi 


i mie Hmm » ene py eer ELA 
fit / 


ex;, 


Sip dt pr “în 
— I fa, 
X ) 3a, 


il che dimostra il teorema. 

COROLLARIO 2°. — Ogni funzione di primo grado di iperspazii S, potrà 
esprimersi mediante un integrale multiplo esteso agli iperspazii S,. 

Sia infatti F | [S,] | la funzione che si considera. 


Poniamo 
dF 
d (Xi, UG, ie di, tpi? 
avremo 
r2 : 
î PW z 
D: (9) a e TIA nt A = 0%) 
dki, 
onde, pel teorema 1°, potremo porre 
fi : 
< è FM PARATUR Ut MENSA STIS Pu în — ij7fbiUc)i 
Pii na Les ) =Z. ( Dicet à 


Ora, se S,,, è un iperspazio avente per contorno S,, si avrà (9 
F|IS]| = [Zio eiu Ss, 


essendo &«;,...;,., i coseni di direzione dell'iperspazio S,,,. Pel teorema che 
abbiamo dato come estensione di quello di STOKES ? avremo quindi 


F | [S,] | = fx: Pi B... 29, 
in cui B;....; rappresentano i coseni di direzione dell'iperspazio S,. 


Reciprocamente si ha che ogni integrale multiblo dato da una espressione 
come la precedente è una funzione di primo grado di iperspazii S,. 


(5) «Atti Acc. Lincei», vol. Vi, p. 162. [In questo vol: XXIII, p. 407]. 
(6) Ibid., p. 161. [In questo vol.: p. 406]. 
(7) Ibid., p. 162. [In questo vol.: p, 407]. 
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TEOREMA 2°. — Posto 
rt 


d E sentii pat tie 
ko A; preti eei 


avremo 
dP; 


ePi. fy dy 2 
X, SES c DAP ab SC mro 


Xis 
Infatti abbiamo 


« ecd “iy ts 
E73 = Ze c" $ (— rji È 


Ba i 1 -iy $, 


i Be 


9 x;, 


dx? 


aP; RT y 7 EET AE f, 
I t£— 1t t =r 
= (— 1+4? P; PES i $ UA o 
TEOREMA 3°. — Posto 
Z eQ; £t 
I rt 
gi, ty 2 ox; 
avremo 
+ È a 
seg 
8x, 
= (— ptt A°Q + 3 sil eaae gb d AL 
ttf ppa Bapa Ta t ox; 
Si ponga 
gi, ty P. tn Pia | H 
(irta in 25 1, 2:8) 
Qi, ppp irta in 
sarà 
ai aP; rdc. i eoe 
| AU. 77 Un y rt i t_-1t+1 n 
Pippie “ij — ZA I) fre WEI? , 
onde pel teorema 2^, s 


E qp V eda A D gs 


2x, I f 


e per conseguenza 


r+r d 


n n 
2 OPs 
"t tuer ire Regem xol 


vis — x dep attt in tt 


dx; 


dbi TT 
is 1 isr" frh FE) fpa nA s 
X yet o (oy et 


= Cay"... por. ied d 


ra 


M ITA pus ps cay as 


tr -4-2 t 


z(—rTy* A Qi... 
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Pipar iepr’ fn f, 


dx, 


+ px Hepat it Ip Ea 


ox, 


“fer ispit r tt 
. 


r 


" 9* Pj... i 


To TE 
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4. Possiamo ora procedere alla costruzione effettiva delle funzioni coniu- 
gate mediante il teorema seguente: 
Se le funzioni Mi ...;, sono tali che 


543 


A'M;. f c o, 

e se poniamo 

Mg. ; rti i : TN 

rr y Mi, ‘5-1 + +: 0 y s 

di CE AES P, jr? pA eea Fr =Q ihr 
E M | | 

x I) ur LE CELTI ma 5 9Q; ... 5, i, 

te CUI ga m e Pho TR, T Pref 

si ha: 


I° le pi... Qi 4, SOddisfano alle condizioni di integrabilità, onde 
si può porre 


MORONE a PEU ie i 
(7) (o COUR. CA dM ES RA I 


2° le due funzioni F e ® sono coniugate. 
Infatti, dal teorema primo e dal corollario 1° al teorema PCT deduce 


rdi d "UR d. ^ n—r+i 8g. i i ns 
$—1*$s-Fr1' rti ttt f, y grt] 4 — y r 
2. [yg Siena "EP b SE elei meceet PM 


il che prova che sono soddisfatte le condizioni affinché si possano stabilire 
le (7). Pel teorema 2? abbiamo poi 


x CN)” ARP PS WE. 
LEE ad (—1y-* ACME. + 2 (1) "s +. [ptt Ier bit irt 
I tg I 


9z;, 


î e e|, 
ES =, frei EE Ud 3 Eo 
Kis 
il che dimostra che F e ® sono coniugate. 


5. Il teorema precedente prova la effettiva esistenza delle funzioni 
coniugate in ogni iperspazio; anzi, poiché se si ha 


F = F|[S--:]|, deve risultare © = |(S,.,. ,]|, 
segue che se # = 2u, oppure x = 2u + I, si avranno u specie di funzioni 
coniugate. 


Prima di passare al teorema reciproco di quello dato nel paragrafo pre- 


cedente dimostriamo alcune proprietà delle funzioni coniugate. 
? Se 


FS], ®|S.d 
sono comiugate, saranno funzioni coniugate 


o {Sx >=} , F "EN , 
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ser(n—r) è parî; e saranno invece funzioni coniugate 
o | ESAME | 3 ER F [S —.] , 


se r (n —7) è dispari. 
Posto infatti 


dF do AN 
(8) WO xn) = di, i, ; dEi Ring) MY nr 


deve aversi 
Di, Qe SC $24,22I1,2...8 
onde, se 7 (x — 7) è pari, sarà 
gi ub «MATE iur 
mentre se 7 (n — 7) è dispari sarà 
[RAT Rizzi n) AA AS p 


2° Se F [S —.] € e ® |[S,-,—:]| sono coniugate e si fanno le posizioni (8) 
dovrà aversi 


dti; 
1 
(9) r+ı 
2. 1) Parini AE. 
» 09; i, P i & b 
D 1 7 xj, JR 
(9) 
Prata o 
I ex, 
(10) A* Fui =0 , A? gi... i, , 770. 


Reciprocamente se le p soddisfaranno le (9), avremo che esisterà una funzione ® 
coniugata alla F. 

Le relazioni (9) e (9) risultano immediatamente dalle condizioni di 
integrabilità a cui debbono soddisfare le p e le g; così pure il teorema reci- 
proco. Per trovare le (10) osserviamo che, posto 


o- S, “is dert) yk REA 
(5 FEJ FI i vidi d 


pel teorema secondo, si avrà 


ubi ivi "Reg O Pipir isya iri 
o = La (1A pi. „tE rog i 


0z;, 


= (yH A 
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Analogamente si trova l'altra delle (10). 


6. Possiamo ora dimostrare il teorema reciproco di quello del $ 4; cioè, 
se F e ® sono due funzioni coniugate, possono sempre trovarsi le M; ...i, da cui 
esse dipendono mediante le (6) e (7). 

Per provar ciò basterà poter risolvere la seguente questione: 


Se le pi,...;, soddisfano le condizioni 


5 : " : rti ; A ; : 
T 95i, du, v ZUR Diet di isr tstr' rtr zu 
I 


62, n Iki; 
determinare le My....i in modo che 
A* M;i pm (©) 


n 


^ " P r a : j È 
x Mj... 4 1; hr P; : x m D 9P;... 4 t fiU, T 
$ xj, Kx Bert ty— x - $ fi Itis e NN tp’ 


1 
Infatti, se si porrà 
ri 7] api c + 
iù eMg...4 tg--rt7 ^ 5e4p ui Q; x 
` (— ) kis uc c MESE OLD oe oipe? 


1 


avremo 


n 


5 Qi, tt dy de 
‘e MI 


I 


Cominciamo dal risolvere la questione precedente nei casi in cui le p 
abbiano un solo indice, oppure due indici. 
Caso 1°. — Si abbiano le 2; che verificano le condizioni 


S Mio EE S55 


wii ox; ? Iti, d%i, 


Esisterà una funzione P, che soddisfa alla condizione A? P — o, tale che 


Le M, , M, ,. ..M, saranno in questo caso le funzioni richieste. 
Caso 2°. — Sono le $;,; tali che 


. ; dd, i Odi. i dbi i. 
UD CE da Lo, (i2) — Piaf a E 


d ox, dXig ex; dx, 
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Mediante le operazioni di quadratura indicate nella dimostrazione del 
teorema 1° potremo determinare le P;, in modo che 


Se le funzioni arbitrarie che debbono introdursi si sceglieranno tali da sod- 
disfare alla equazione A? = o, come debbono soddisfarvi per dato le $;,;, 
otterremo le P; che verificheranno anche esse le equazioni differenziali 


(13) NA, = o. 
Sostituendo nelle (11) avremo quindi 


n 


e Dio (=1,2---%), 


ox; re ox; 


onde, essendo c una costante, 


* LONE 
GE UAR 


1 


Le (13) e (13) restano soddisfatte prendendo, invece delle P;, le P, 
date da 


PSP Atat 
essendo le a, delie costanti arbitrarie. Ora abbiamo 
n 3P, n 
2 or ct 2 Mrs 


n 
Basterà dunque scegliere le costanti 2, in modo che sia V a, —-—6, 
I 


perché si abbia 


n 


2P 
ba ax, =.0; 


-I 


Pel teorema 1? potremo dunque prendere le M,, tali che 


eM,, 
P; I 3 dx, 


I 


e, come nel caso precedente, se sceglieremo le funzioni arbitrarie che è neces- 
sario introdurre, in modo che verifichino la condizione A? = o, otterremo le 
M che soddisfaranno questa equazione e quindi il problema propostoci sarà 
risoluto anche in questo caso. 

Caso generale. — Per trattare la questione nel caso delle p con v indici 
supporremo di averla già risoluta nel caso delle $ con 7 — 2 indici, e mostre- 
remo che la soluzione nel caso degli » indici si può far dipendere dall'altra. 
Essendo dunque già sciolto il problema nel caso dix = 1 e diz = 2, potremo 
ritenerlo risoluto nel caso generale. 
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: Partiamo dalle 5;..; ed eseguiamo su di esse le operazioni di qua- 
dratura indicate nella dimostrazione del teorema 1? per trovare le bia 
che soddisfano le equazioni 


edsr is+r iy 
$. (— 1)* Thun zc Piei. 

Se al solito si sceglieranno le funzioni arbitrarie che man mano debbono 
introdursi in modo da verificare la equazione A* = o, come debbono sod- 
disfarvi per dato le 5;...;, otterremo le P;..; , che soddisfaranno anche 
esse alla stessa equazione differenziale. 

. , Poniamo. 
* Pi, Li f 
- da agi VA P4. , 


troveremo 


$ iaia 
"URGET > TNR 
T I4 


È. (cu (E LL Dea Tus 


02;, NEO 
5 ð x t ita i+ O y V2 ER is 
T4 « (cay Ehe L G, fatuo 


Dunque, le p’ essendo con 7 — 2 indici, per l'ipotesi fatta avremo che potranno 
trovarsi le M', tali che 


AM. S MTS = O0 
no ^M. 3 n — ^D. s j 
da IM ig, P. 5 ; ^ i CARPIRE RAC nd i ; 
EU edu Scr Au 
1 5 I ts 
Poniamo 
r—1 , 
È. 2) 2M;,... sisc1is+100 na HS o i 
COR dc, 
risulterà 
e ^20. ` ` T n eQ'.. > : 
E AL RL ANA Pi SN 
T 9x; uf zu dx, ieia? 
onde, se 
e RN CIN p. dy Qi, tr—r? 
avremo 
r A è . 
I "ih PRIN POMPE PO SOI e i 
( 4) ps (— I) Bode Vu = di... i, 
(15) =» em;,... fp— 2114 TH o 
à, dx; M i 
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Pel corollario 1° potremo quindi, a cagione della (15), determinare le 
M;....;,, tali che soddisfino le equazioni 


dg 


S ING LE 
px RE Wd Ti. i, 

n Ai 

e se le funzioni arbitrarie che dovremo man mano introdurre le sceglieremo 
in modo da verificare la condizione A? = o otterremo le M che soddisfaranno 
questa equazione, e la questione propostaci sarà cosi risoluta. 


7. I teoremi che abbiamo dimostrato, facendo dipendere le funzioni 
coniugate da funzioni ordinarie di z variabili, ci dànno modo di interpretare 
ie proprietà relative alle funzioni coniugate senza abbandonare le ordinarie 
funzioni. 

In una Nota, che spero di potere presentare prossimamente, mi pro- 
pongo di esporre una estensione del teorema di GREEN ed alcune altre con- 
seguenze dei risultati ora esposti. 
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